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1. INTRODUCTION
Cet article est une contribution a la classification des groupes simples`
infinis de rang de Morley fini qui devraient etre des groupes algebriquesˆ ´
sur des corps algebriquement clos selon la conjecture de Cherlin et Zil’ber.´
Dans un cadre de travail inductif on etudie un contrexemple de rang´
 Žminimum, c’est-a-dire un K -groupe simple dans notre jargon voir defini-` ´
.tion 2.25 ci-dessous .
La theorie concernant les 2-Sylows dans les groupes de rang de Morley´
fini est a un stade satisfaisant. Dans un tel groupe ils sont toujours`
conjugues et leur composante connexe est le produit central d’un sous-´
groupe definissable, connexe, nilpotent, et d’exposant borne B et d’un´ ´
sous-groupe divisible abelien T , B et T etant ainsi uniquement determines´ ´ ´ ´
  Ž10 . On dit que le groupe est de type degenere si B T 1 i.e., ses´ ´ ´ ´
.2-Sylows sont finis , de type pair si T 1 et B 1, de type impair si
T 1 et B 1, et de type mixte si B 1 et T 1. Selon le resultat de´
  16 , un K -groupe simple ne peut pas etre de type mixte.ˆ
Dans cet article on considere les K-groupes simples de type pair qui`
Ž .ont un sous-groupe faiblement inclus voit definition 2.27 ci-dessous . Cette´
notion adapte au contexte des groupes infinis la notion de sous-groupe
fortement inclus qui etait tres utile en theorie des groupes finis. Elle´ ` ´
concerne les ‘‘petits’’ groupes comme le montre notre theoreme.´ `
413
0021-869301 $35.00
Copyright  2001 by Academic Press
All rights of reproduction in any form reserved.
ERIC JALIGOT414
THEOREME 1.1. Un K-groupe simple G de type pair aec un sous-groupe´ `
Ž .faiblement inclus M est isomorphe a PSL K , ou K est un corps algebrique-` ` ´2
ment clos de caracteristique 2.´
 Comme dans 16 , un enonce analogue a d’abord ete montre pour les´ ´ ´ ´ ´
K-groupes simples ordinaires. Un groupe de rang de Morley fini est dit
ordinaire s’il n’a pas de section definissable mauvaise et s’il n’interprete´ ˆ
Ž  . pas de mauvais corps voir 6 . Un K -groupe simple est ordinaire s’il
n’est pas mauvais et s’il n’interprete pas de mauvais corps. Cette hypotheseˆ `
supplementaire elimine rapidement de l’horizon le cas ou les 2-Sylows sont´ ´ `
finis, c’est-a-dire les K-groupes simples de type degenere. Sans cette` ´ ´ ´ ´
hypothese le probleme demeure entier et est probablement tres difficile. Il` ` `
n’est pas aborde ici puisque nous supposons les 2-Sylows infinis. Comme´
les 2-Sylows d’un mauvais groupe sont triviaux, l’elimination de cette´
hypothese concerne les mauvais corps et c’est un travail necessaire puisque` ´
  Ždes objets proches sont desormais construits dans 23 en caracteristique´ ´
.nulle au moins .
Le theoreme 1.1 devrait etre central pour la classification des K-´ ` ˆ
groupes simples de type pair. Il a ete montre en deux etapes pour les´ ´ ´ ´
 groupes ordinaires. M etait d’abord suppose fortement inclus dans 1 , puis´ ´
 2 a fourni une reduction du cas faiblement inclus au cas fortement inclus.´
Des consequences de ce theoreme sont montrees dans la derniere section´ ´ ` ´ `
   de 2 , ainsi que dans 3 . Comme les preuves de ces consequences´
n’utilisent l’hypothese sur les mauvais corps que par l’intermediaire du` ´
theoreme 1.1, tous ces enonces peuvent etre reformules sans le mot´ ` ´ ´ ˆ ´
‘‘tame.’’
Dans la section suivante on rappelle les definitions de base et les´
resultats generaux necessaires pour la suite, puis on resume les resultats´ ´ ´ ´ ´ ´
 concernant la situation qui nous interesse. Dans 1 M est suppose forte-´ ´
 ment inclus et dans 2 il est suppose faiblement inclus, mais pas forte-´
ment. Dans chaque cas, une grande partie de l’analyse est faite sans
supposer G ordinaire, cette hypothese n’intervenant que dans les etapes` ´
finales. Les deux situations sont assez proches a ce stade. Entre autres, M`
est resoluble et les involutions de M engendrent un sous-groupe abelien´ ´
elementaire, disons A, sur lequel M agit transitivement. Le fait 2.28´ ´
ci-dessous resume ces deux analyses en un enonce commun qui sera notre´ ´ ´
point de depart, ce qui nous evitera de faire une distinction entre inclusion´ ´
forte et inclusion faible.
Le theoreme est montre en deux etapes qui sont paralleles a celles de´ ` ´ ´ ` `
 14 pour les groupes finis. Il est d’abord montre dans la section ‘‘Groupe´
Ž .de Zassenhaus,’’ ou l’on suppose que C H M pour tout sous-groupe` G
Ž .definissable infini H de C A . Avec cette hypothese on se contente de´ `G
  Žgeneraliser les calculs de rang des dernieres pages de 1, 2 calculs inspires´ ´ ` ´
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 .de ceux de 13 , avec la presence eventuelle d’un sous-groupe normal´ ´
nilpotent sans involution dans M. On obtient ensuite un groupe de
Zassenhaus scinde de caracteristique mixte et on peut alors conclure avec´ ´
 le resultat de 12 .´
Dans la derniere section, intitulee ‘‘Le centralisateur des involutions,’’` ´
on montre que G a necessairement la propriete precedente. Cette preuve´ ´ ´ ´ ´
est assez delicate et c’est le point cle de cet article. Dans un contrexemple´ ´
on tente de reproduire la strategie precedente pour les calculs de rang,´ ´ ´
malgre de nombreuses complications. Il y a notamment certaines applica-´
tions cruciales des resultats sur les sous-groupes de Carter montres dans´ ´
   15, 25 , ainsi que des resultats de 15 sur les centralisateurs generalises.´ ´ ´ ´
On obtient alors que G est un groupe doublement transitif, une situation
 analogue a celle de 24 pour les groupes finis. Le groupe n’etant pas de` ´
 Zassenhaus, on ne peut pas utiliser le resultat de 12 . Neanmoins une´ ´
contradiction peut etre obtenue par l’analyse des elements d’ordre 3. Cetteˆ ´ ´
etape calculatoire est l’argument principal dans la preuve du theoreme 1.1.´ ´ `
 Elle suit la strategie de 12 , mais avec de tres importantes complications´ `
puisque dans la configuration obtenue un element de Weyl centralise une´ ´
 partie d’un tore, contrairement au cas de 12 ou cet element inverse tout` ´ ´
le tore.
´2. PREREQUIS
On appellera involution d’un groupe G tout element d’ordre 2 de G. On´ ´
Ž .   4notera I G l’ensemble des involutions de G et G l’ensemble G 1 .
 Toutes les notations utilisees sont celles de 9 et le lecteur est renvoye a´ ´ `
cet ouvrage pour la theorie des groupes de rang de Morley fini. On aura´
plus precisement besoin des resultats suivants:´ ´ ´
 Fait 2.1 9, exercice 11, p. 72 . Soit G un groupe de rang de Morley fini
sans p-element, ou p est un nombre premier. Alors G est p-divisible.´ ´ `
 Fait 2.2 9, exercice 12, p. 72 . Soit G un groupe de rang de Morley fini
sans p-element, ou p est un nombre premier. Si x, yG verifient´ ´ ` ´
x p y p, alors x y.
 Fait 2.3 7 . Soit G un groupe de rang de Morley fini et H un
sous-groupe de G normal et definissable. Si xG est tel que x soit un´
p-element de GGH, alors le coset xH contient un p-element.´ ´ ´ ´
 Fait 2.4 9, exercice 14, p. 73 . Soit G un groupe de rang de Morley fini
sans involution. Supposons que  soit un automorphisme involutif definis-´
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sable de G. Alors:
Ž . Ž . 	 	  Ž . 	14i G C  G ou G  gG :  g  g .`G
Ž . 	ii G est un ensemble 2-divisible.
Ž . Ž .iii C  est connexe si G est connexe.G
 Fait 2.5 19 . Soit  un automorphisme involutif et definissable d’un´
groupe de rang de Morley fini G. Si  ne fixe qu’un nombre fini de points,
alors G a un sous-groupe definissable normal d’indice fini qui est abelien´ ´
et inverse par  .´
 Fait 2.6 9, lemme 6.3 . Soit G un groupe nilpotent de rang de Morley
fini. Si HG est un sous-groupe definissable d’indice infini dans G, alors´
Ž .N H H est infini.G
 Fait 2.7 9, exercice 5, p. 98 . Soit G un groupe nilpotent de rang de
Morley fini. Si H est un sous-groupe normal infini de G, alors H contient
une infinite d’elements centraux dans G.´ ´ ´
 Fait 2.8 9, exercice 10, p. 98 . Soit G un groupe de rang de Morley
fini, U
G un sous-groupe definissable, connexe, et nilpotent, et  un´
automorphisme definissable de G qui agit sur U et centralise un nombre´
fini d’elements de U. Alors:´ ´
Ž .   4i U u,  : uU .
Ž .   Ž .ii Si , G U, alors GUC  .G
 Fait 2.9 21 . Soit G un groupe nilpotent de rang de Morley fini. Alors
GDC ou D et C sont des sous-groupes definissables et caracteris-` ´ ´
tiques de G, D est divisible, et C est d’exposant borne. Si T est l’ensemble´
des elements de torsion de D, alors T est central dans D et D TN´ ´
pour un sous-groupe N divisible et sans torsion. C est la somme directe de
ses p-Sylows.
Si G est un groupe de rang de Morley fini et p un nombre premier, on
appelle p-tore tout p-sous-groupe de G divisible et abelien, et on appelle´
p-unipotent tout p-sous-groupe de G definissable, connexe et d’exposant´
borne. Notons que cette definition de sous-groupe p-unipotent inclut la´ ´
possibilite d’un hypothetique mauvais p-groupe d’exposant borne, donc´ ´ ´
d’un groupe p-unipotent non nilpotent. Ici, tous les sous-groupes p-un-
Ž .ipotents consideres soit pour p 2, soit comme dans le fait ci-dessous´ ´
seront nilpotents.
 Fait 2.10 10 . Soit P un p-sous-groupe localement fini d’un groupe G
de rang de Morley fini. Alors P satisfait les proprietes suivantes:´ ´
Ž .  i P est nilpotent et P  BT est le produit central d’un
groupe nilpotent B d’exposant borne et d’un p-tore T.´
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Ž . Ž .ii Z P  1 et P satisfait la condition de normalisateur.
Ž .iii Si P est infini et d’exposant fini, il est nilpotent et son centre
contient une infinite d’elements d’ordre p.´ ´ ´
 Fait 2.11 10 . Soit T un p-tore dans un groupe de rang de Morley fini
 Ž . Ž .G. Alors N T : C T  .G G
 Fait 2.12 9, theoreme 9.11 . Soit G un groupe de rang de Morley fini´ `
et H
G un sous-groupe definissable, normal, nilpotent, et tel que GH´
Ž . Ž .soit abelien. Si C g  1 pour un gG, alors GH C g et deux´ H G
 complements de H dans G sont H-conjugues. De plus H, g H.´ ´
Ž  .Fait 2.13 Zil’ber; 9, theoreme 9.1 . Soit G AH un groupe de´ `
rang de Morley fini ou A et H sont deux sous-groupes definissables infinis` ´
Ž .abeliens, A est H-minimal, et C A  1. Alors il existe une structure de´ H
² :corps de rang de Morley fini K ,,  , X , ou X est un sous-groupe`
definissable de K , telle que A K, H X, et H agit sur A par´
multiplication.
Si G est un groupe quelconque, le sous-groupe engendre par tous les´
Ž .sous-groupes normaux nilpotents de G, note F G , est appele sous-groupe´ ´
Ž .de Fitting de G. Si G est de rang de Morley fini, F G est definissable et´
 nilpotent 9, theoreme 7.3, p. 112 .´ `
 Fait 2.14 20 . Soit G un groupe de rang de Morley fini, connexe, et
Ž . Ž Ž ..resoluble. Alors GF G et, donc, GF G est un groupe divisible et´
abelien.´
 Fait 2.15 1, fait 2.45 . Si Q et E sont deux sous-groupes d’un groupe
de rang de Morley fini, ou Q est normalise par E, resoluble, sans` ´ ´
 involution, definissable, et connexe, et E est 2-unipotent, alors Q, E  1.´
 Fait 2.16 8, theoreme 2; 7, proposition C . Soit G un groupe resoluble´ ` ´
de rang de Morley fini et H un -sous-groupe de Hall normal de G
d’exposant borne. Alors tout sous-groupe K de G tel que KH 1 est´
contenu dans un complement de H dans G, et les complements de H dans´ ´
G sont definissables et conjugues.´ ´
 Fait 2.17 9, theoreme 9.29 . Soit G un groupe de rang de Morley fini,´ `
connexe, et resoluble. Alors les p-Sylows de G sont connexes.´
 Fait 2.18 5 . Les -sous-groupes de Hall d’un groupe resoluble de´
rang de Morley fini sont conjugues.´
Si G est un groupe, on appelle sous-groupe de Carter de G tout
sous-groupe de G nilpotent et autonormalisant. G designe l’intersection´N
de tous les sous-groupes normaux H et G tels que GH soit nilpotent.
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 Fait 2.19 15, 25 . Soit G un groupe de rang de Morley fini connexe et
resoluble. Alors:´
Ž .i Si C est un sous-groupe nilpotent definissable de G et d’indice´
fini dans son normalisateur, alors C est un sous-groupe de Carter de G.
Ž .ii Les sous-groupes de Carter de G sont conjugues.´
Ž . Ž .iii Si C est un sous-groupe de Carter de G, alors G CF G .
 Fait 2.20 15, corollaire 7.7 et remarques qui suivent . Si G est un
groupe de rang de Morley fini, alors G est definissable et caracteristique´ ´N
dans G. Si de plus G est connexe et 2-resoluble, et C un sous-groupe de´
Carter de G, alors GG  C.N
 Fait 2.21 4, corollaire 2; 22; 26 . Soit F un corps -stable de rang de
Morley fini et F un sous-corps infini de F. Si A est un sous-ensemble0
Ž . Ž .definissable de F qui contient F , alors rg A  rg F .´ 0
COROLLAIRE 2.22. Si K est un corps de rang de Morley fini de caracteris-´
tique p non nulle et U un sous-groupe definissable du groupe multiplicatif K´
qui contient tous les elements d’ordre fini de K , alors U K.´´
Preue. C’est clair si K est fini. Supposons K infini. Soit F l’ensemble0
  4des elements d’ordre fini du groupe multiplicatif K . F  0 est la´ ´ 0
cloture algebrique du corps premier; c’est en particulier un sous-corps deˆ ´
Ž . Ž  .K. Donc rg U  rg K . Comme K est infini, il est algebriquement clos´
  d’apres le theoreme de Macintyre 17 et K est divisible. En particulier` ´ `
 K est connexe et U K .
Ž .Un 2-groupe de Suzuki est une paire G, T de groupes ou G est un`
2-groupe nilpotent d’exposant borne et T est un groupe abelien qui agit´ ´
sur G par automorphisme et qui agit transitivement sur les involutions de
G. On dit que G est un 2-groupe de Suzuki libre si T agit librement sur G,
i.e., si g t g implique que g 1 ou t 1 pour tout gG et t T. Un
2-groupe de Suzuki de rang de Morley fini est un 2-groupe de Suzuki
Ž . ² : ŽG, T tel que la structure de groupe G T , G, T ou G et T sont`
.definissables soit de rang de Morley fini.´
  Ž .Fait 2.23 11 . Si G, T est un 2-groupe de Suzuki libre de rang de
Morley fini, alors G est abelien.´
Un groupe doublement transitif est appele groupe de Zassenhaus si´
seulement son element neutre fixe trois points distincts. De plus, il est dit´ ´
Ž .scinde si le stabilisateur point par point de deux points T a un comple-´ ´
ment normal U dans le stabilisateur d’un point B, i.e., BU T.
 Fait 2.24 12 . Soit G un groupe de Zassenhaus scinde infini, non´
resoluble de rang de Morley fini, tel que U contienne une involution´
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Ž .centrale et T 1. Alors G PSL K ou K est un corps algebriquement` ´2
clos de caracteristique 2.´
On introduit maintenant la terminologie specifique pour notre theoreme´ ´ `
principal.
DEFINITION 2.25. Un groupe de rang de Morley fini dont les sections´
infinies, simples, et definissables sont des groupes algebriques sur des´ ´
corps algebriquement clos est appele un K-groupe. Un groupe de rang de´ ´
Morley fini dont les sous-groupes propres definissables sont des K-groupes´
est appele un K-groupe.´
 Fait 2.26 16, lemme 2.31 . Soit G un K-groupe connexe avec des
p-Sylows finis. Alors G est resoluble et sans p-element.´ ´ ´
DEFINITION 2.27. Un sous-groupe propre definissable M d’un groupe´ ´
G de rang de Morley fini est dit:
Ž . gi fortement inclus si M a des involutions et MM n’a pas
d’involution pour tout gGM.
Ž . gii faiblement inclus si M a des 2-Sylow infinis et MM a des
2-Sylows finis pour tout gGM.
Si G est un groupe de rang de Morley fini avec un sous-groupe
faiblement inclus M, alors un 2-Sylow de M est un 2-Sylow de G 2, fait
2.27 . Comme cela a ete explique dans l’introduction, le fait suivant decrit´ ´ ´ ´
la situation qui nous interesse. La preuve qui suit est en fait, a quelques´ `
 arrangements pres, un resume de ce qui est fait dans 1, 2 . Rappelons que` ´ ´
Ž . Ž Ž .. ŽO G resp. O G designe le 2-sous-groupe normal maximal resp. le´2
.sous-groupe sans involution normal, definissable, et connexe maximal´
Ž .  d’un groupe G de rang de Morley fini. O G est nilpotent-par-fini 10 . Si2
Ž .G est un K-groupe, alors O G est resoluble d’apres le fait 2.26. Notons´ `
Ž .que si de plus G est ordinaire, alors O G est nilpotent et c’est cette
difference qui rend les arguments beaucoup plus compliques dans notre´ ´
cas.
Ž .Si G est un groupe de rang de Morley fini, on definit aussi B G comme´
le sous-groupe de G engendre par tous ses sous-groupes 2-unipotents.´
Ž .B G est definissable et connexe en consequence du theoreme des´ ´ ´ `
 indecomposables de Zil’ber 27 .´
  Fait 2.28 1, 2 . Soit G un K -groupe simple de type pair avec un
sous-groupe faiblement inclus M. Alors M est un sous-groupe propre
 Ž  . Ž .definissable maximal de G, M est resoluble, et O M  F M . De´ ´ 2
² Ž .:plus si A I M	 , alors:
Ž .   Ži M agit transtivement sur A en particulier A est connexe,
Ž  ..abelien elementaire et central dans O M .´ ´ ´ 2
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Ž . Ž . Ž .ii Pour toute involution i de A, C i  C A .G M
Ž .iii Pour tout aG et toutes involutions i et j conjuguees aux´
involutions de A, si a est centralise par i et inverse par j, alors a2 1.´ ´
Ž .  Ž  .iv Il existe tM O M inverse par une involution w´2
GM conjuguee aux involutions de A.´
Ž . 2v Si tM est inverse par une involution de A, alors t  1.´
Ž . Ž . Ž .vi Si H est un sous-groupe non trivial de C A tel que C HM G
Ž . Ž Ž .. Ž Ž .. Ž Ž .. Ž .M, alors C H O C H  B C H et B C H  PSL KG G G G 2
ou K est un corps algebriquement clos de caracteristique 2. De plus` ´ ´
 Ž Ž .. Ž Ž ..M  B C H est le Borel de B C H qui contient A.G G
Ž . Ž . Ž .vii Pour tout  F M , C  M.G
Ž . Ž . Ž . gviii Pour tout gGM, F M  F M  1.
Preue. La resolubilite de M et la maximalite de M sont montrees´ ´ ´ ´
  Ž  . Ž .dans 2, theoreme 5.1 et lemme 9.5 . Le fait que O M  F M est une´ ` 2
consequence du fait 2.14.´
Ž .  Le point i est du a 1, corollaires 4.5 et 4.8 si M est fortement inclus,ˆ `
 et aux remarques du debut de la section 9 de 2 sinon.´
Ž . Ž . Pour ii , on a C i M pour toute involution i de M si M estG
fortement inclus, et si M n’est pas fortement inclus, la meme inegalite estˆ ´ ´
  Ž . Ž . montree dans 2, proposition 5.6 . De plus C i  C A d’apres 1,´ `M M
lemme 5.1 .
Ž .  Le point iii est montre dans 1, corollaire 4.6 si M est fortement´
 inclus, et dans 2, proposition 9.17 , sinon.
Ž .  Le point iv est consequence de 1, lemme 5.5 si M est fortement´
 inclus, et de l’analyse de la section 3 de 2 , sinon.
Ž .Montrons v . Si tM est inverse par une involution i A, alors´
Ž . Ž Ž .. 2 2 2 Ž .2ti I M centralise A fait 2.5 et point ii et t  t i  ti  1.
Ž . Le point vi peut facilement etre extrait de 2, lemme 3.1 et propositionˆ
3.2 .
Ž .  Pour vii , on peut proceder comme dans 1, lemme 5.4 : soit ´
Ž . Ž . Ž . Ž Ž . .F M tel que C  M. D’apres le point ii , O F M  1; en`G
Ž Ž Ž . .. Ž .particulier Z Z O F M  1. Comme  centralise A fait 2.9 ,
Ž Ž .. Ž .B C   PSL K d’apres le point precedent. Comme Z est central` ´ ´G 2
Ž . Ž Ž .. Ž Ž ..dans F M , Z normalise B C  ; de plus Z agit sur B C  commeG G
Ž .un sous-groupe de A car PSL K n’a pas d’automorphisme exterieur et´2
Ž .les 2-Sylows de PSL K sont autocentralisants. Comme Z est sans2
Ž Ž .. Ž .involution, Z centralise B C  et C Z n’est pas resoluble. Or´G G
Ž . Ž .MC Z G car G est simple, donc C Z M par maximalite de M,´G G
Ž .donc C Z est resoluble, une contradiction.´G
Ž .Il reste a montrer viii . Supposons que x soit un element non trivial de` ´ ´
Ž . Ž . g g Ž . g F M  F M . Alors A centralise x fait 2.9 , donc A M avec le
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point precedent. Par suite A Ag et gM car M est faiblement inclus´ ´
dans G.
3. GROUPE DE ZASSENHAUS
Dans cette section on prouve le theoreme suivant, notre point de depart´ ` ´
etant le fait 2.28.´
THEOREME 3.1. Soit G un K-groupe simple de type pair aec un´ `
² Ž  .: Ž .sous-groupe faiblement inclus M. Soit A I M . On suppose que C HG
Ž .M pour tout sous-groupe definissable infini H de C A . Alors G´ G
Ž .PSL K ou K est un corps algebriquement clos de caracteristique 2.` ´ ´2
Ž .Notons F F M . Les premiers lemmes proviennent de l’hypothese`
faite sur le centralisateur de A. Ensuite on generalise les calculs des´ ´
  Ž  .dernieres pages de 1, 2 calculs issus de 13 , avec la presence eventuelle` ´ ´
Ž .d’un ‘‘core’’ O F nilpotent, et on conclut avec le fait 2.24.
Ž .LEMME 3.2. Si t et w sont comme dans le fait 2.28 iv , alors w inerse
Ž . Ž . Ž .C t et C A  C t  1.G M G
Ž .Preue. Soit H C w . D’apres le fait 2.5, il suffit de voir que`C Ž t .G
Ž . g g ŽH 1. Si H 1, alors H C A ou gG est tel que w A fait`G
Ž .. Ž . g g 22.28 ii . D’apres l’hypothese, C H M . Donc tM et t  1 d’apres` ` `G
Ž . Ž .le fait 2.28 v , une contradiction. Ainsi w inverse C t .G
Ž . Ž . 2 Ž Ž ..Donc si x C A  C t , alors x  1 fait 2.28 iii et x A.M G
Ž .Comme wM, x 1 d’apres le fait 2.28 ii .`
LEMME 3.3. M satisfait les proprietes suiantes:´´
Ž . Ž . Ž . Ž  . Ž .i F C A O F O M , ou O F est sans torsion.`M 2
Ž .  ii M  F T pour un complement T et tout element de M F´ ´´
appartient a un F-conjugue de T.` ´
Ž .  iii A T K  K ou K est un corps algebriquement clos de` ´
caracteristique 2.´
Ž .  Ž . Ž Ž . .iv Pour tout t T , C t  T en particulier C T  1 .M F
Ž . Ž Ž . .Preue. On a F C A faits 2.28 i et 2.9 . Fixons t et w commeM
Ž . Ž .  Ž .dans le fait 2.28 iv . C t est fini selon le lemme 3.2, donc M  FC tF M
Ž . Ž . Ž . Ž  . Žfaits 2.14 et 2.8 . Or F C t  1 lemme 3.2 , donc rg M  rg FM
Ž . .   Ž .  C t et la connexite de M implique que M  F C t . Si´M M
Ž . Ž . F C A , alors C A  F T pour un sous-groupe non trivial deM M 1
Ž .C t , une contradiction avec le lemme 3.2. Ceci montre que FM
Ž . Ž . Ž  .C A . De plus FO F O M d’apres le fait 2.9 et on va voir que`M 2
Ž .O F est sans torsion un peu plus loin.
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Ž . Ž .Pour ii , on peut prendre T C t comme precedemment. Soit´ ´M
 Ž .   	1 t  T et f F. Selon le lemme 3.2, C t est fini et f f , t pour1 F 1 1
 Ž . f  f un f  F fait 2.8 . Donc ft  t  T .1 1
 Ž Ž .. Ž . ŽComme T agit transitivement sur A fait 2.28 i et C A  1 pointsT
. Ž .precedents , il suffit d’appliquer le fait 2.13 pour iii .´ ´
Ž . Ž .On peut maintenant finir la preuve de i . Si O F contient un p-Sylow
 Ž .non trivial P, alors P est connexe et normal dans M faits 2.9 et 2.17 .
Notons T le p-tore de T. Alors T P est un groupe de torsion resoluble; il´p p
Ž .est donc localement fini et T centralise P fait 2.10 . Or w inverse T , unep p
contradiction avec le lemme 3.2.
Ž .  Ž .Il reste a montrer iv . Si t T , alors C t est fini d’apres le lemme` `F
Ž . Ž . Ž  . Ž .3.2. Comme O F est sans torsion, C t O M . Or C A  1, doncF 2 T
Ž . Ž .le fait 2.28 ii montre que C t  1.F
LEMME 3.4. F gM 1 pour tout gGM.
Preue. Montrons d’abord que F gM 1. Si x est un element non´ ´
g   Ž .trivial de F M , alors xM F d’apres le fait 2.28 viii , donc x`
Ž Ž ..appartient a un F-conjugue de T lemme 3.3 ii et est inverse par une` ´ ´
involution conjuguee aux involutions de A. Or x centralise Ag, une´
Ž . g contradiction avec le fait 2.28 iii . Donc F M  1.
Supposons maintenant F gM 1. Ce qui precede montre que F gM´ `
g Ž  . g Ž .est fini. Donc F MO M d’apres le lemme 3.3 i . Soit alors k`2
g Ž Ž ..une involution de F M. Comme k centralise A faits 2.5 et 2.28 ii ,
g Ž Ž ..A  A fait. 2.28 ii et gM, une contradiction.
Ž .   cCOROLLAIRE 3.5. Si c C T M, alors M M  T.G
Preue. Si TMM c, alors F cM  1, une contradiction avec
le lemme precedent.´ ´
 On peut maintenant reproduire les calculs de 1, 2 en se contentant de
Ž  . Ž .remplacer O M par F. On fixe i I A . Soient2
  w 	14T w  mM : m m ,Ž .
X  w iGM : T w  1 , 4Ž .1
X  w iGM : T w  1 . 4Ž .2
Ž . Ž G .LEMME 3.6. rg X  rg i .2
g G g Ž Ž ..Preue. Si i  i M, alors i centralise A faits 2.5 et 2.28 ii , donc
g Ž Ž .. g GA centralise A fait 2.28 ii , A A et gM. Ceci montre que i M
M Ž G . Ž Ž .. Ž Ž .. i . Par consequent rg i  M  rg MC i  rg MC i ´ M G
Ž Ž .. Ž G . Ž . Ž G .rg GC i  rg i . Il suffit donc de montrer que rg X  rg i . Or,G 1
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pour w , w  X , w M w M si et seulement si w  w . Donc1 2 1 1 2 1 2
Ž . Ž  . Ž . Ž G . Ž Ž .. Ž . Ž .rg X  rg M  rg G  rg i  rg C i et rg X  rg X 1 G 1 1
    GŽ Ž . . Ž . Ž . Ž Ž . . Ž .rg M C i  rg X  rg M 	 rg C i  rg i .G 1 G
Ž .LEMME 3.7. Si w X , alors T w est un unique F-conjugue de T.´2
 Ž Ž .. fPreue. Soit tM	 inverse par w. Alors t F fait 2.28 viii , t T´
Ž Ž .. f Ž . Ž .pour un f F lemme 3.3 ii et w inverse T  C t lemme 3.2 .G
Il suffit donc de montrer l’unicite de T f. Supposons que w inverse T f et´
T f

pour un autre element f  F. En conjugant par f 	1, on peut´ ´
supposer que f  1. Pour tout t T , il existe h F tel que ht T f,
w w Ž .w 	1 	1 w 	1 Ž t.w 	1 w Žh t  ht  t h  t h , et h  h  F  F  1 fait
Ž .. f f f   f2.28 viii ; donc t T T , t, t  T et t, f  T  F 1. Par conse-´
Ž . Ž Ž ..quent f C T  1 lemme 3.3 iv .F
Ž . Ž Ž .. Ž .PROPOSITION 3.8. rg G  rg C T  2 rg F .G
Preue. Fixons w une involution de X qui inverse T.2
Pour tout w  X , soit f l’unique element de F tel que w inverse T f;´ ´1 2 1
f	1 Ž .soit aussi c w w C T . Considerons l’application, qui est bien´1 G
definie et definissable,´ ´
 : X  wCG ŽT .F2
w  w c f .1
Montrons que les fibres de  sont finies. Si w c f w c1 f1, alors f f avec1
	1 Ž .le lemme precedent et cc  C T , w qui est fini d’apres la preuve du´ ´ `1 G
lemme 3.2. Par construction de , les fibres sont bien finies. Donc
Ž . Ž CG ŽT .F . CG ŽT .F Ž Ž .rg X  rg w . D’autre part w  X si c C T et f F,2 2 G
c f f c f Ž .. Ž .alors w inverse T et w M selon le fait 2.28 v . Ainsi rg X 2
Ž CG ŽT .F .rg w .
Soit maintenant l’application definissable´

 : C T F wCG ŽT .FŽ .G
cf w c f .
Ž .Comme C T  1, 
 est bien definie. Elle est surjective et a des fibres´F
Ž Ž .. Ž .finies par le meme argument que precedemment. Ainsi rg C T  rg Fˆ ´ ´ G
Ž Ž . . Ž CG ŽT .F . Ž . rg C T F  rg w  rg X . On en deduit donc que´G 2
rg G  rg iG  rg C i  rg X  rg C AŽ . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .G 2 M
 rg wCG ŽT .F  rg F  rg C T  2 rg F .Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .G
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Ž G  . Ž .LEMME 3.9. rg i M  rg G .
Preue. Definissons la relation d’equivalence sur X par w  w si´ ´ 2 1 2
  Ž .w M  w M . Si w  X , alors w  w si et seulement si w  w T w1 2 1 2 2 1 2 1 1
Ž Ž . Ž . .si w  w T w , alors w est conjugue a w car T w est 2-divisible .´ `2 1 1 2 1 1
Ž . Ž . Ž . Ž .Donc rg w   rg T pour tout w  X et rg X  rg X  1 1 2 2 2
Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž  . Ž .rg T . Comme rg G  rg G 	 rg F 	 rg T  rg M  rg G 	
Ž Ž .. Ž . Ž  . Ž G . Ž . Ž  .rg C i 	 rg T  rg M  rg i 	 rg T  rg M , le lemme 3.6 im-G
Ž . Ž . Ž . Ž  . Ž . Ž  .plique que rg G  rg X 	 rg T  rg M  rg X   rg M 2 2
 GŽ . Ž .rg X M  rg i M , et on a l’egalite.´ ´2
Ž .PROPOSITION 3.10. C T  T.G
Ž . Ž .Preue. Il suffit de montrer que C T M. Supposons C T M.G G
Ž . Ž .  G1 . Si f F et c C T M, alors fcM  i .G
Ž . G Preue de 1 . Supposons fcb i pour un bM . D’apres le lemme`
Ž . Ž . f 	1 G  	13.3 ii , on peut supposer b F. Alors fcb  cbf  i . Soit f  bf .
  G  Ž . t  t  GOn a cf  cM  i . Alors pour tout t T , cf  cf  cM  i et
Ž .	1Ž . t 	1  t    Ž  . Ž Ž .. cf cf  f f  f , t  T cf  F 1 fait 2.28 viii . Donc f
Ž . Ž Ž .. G Ž . C T  1 lemme 3.3 iv et c i  C T , une contradiction avecF G
Ž .le fait 2.28 iii .
Ž . Ž .  2 . Si f , f  F, c , c  C T M erifient f c M  f c M , alors´1 2 1 2 G 1 1 2 2
f  f et c T c T.1 2 1 2
Ž . Preue de 2 . Supposons f c  f c b ou bM . D’apres le lemme` `1 1 2 2
Ž . 	13.3 ii , on peut supposer b F et c  fc b en posant f f f . Pour1 2 1 2
b	1 c1 b
	1 f c2   c2 Ž .  	1 t T , t  t  t M M  T corollaire 3.5 , donc t, b
	1 b	1 Ž . 	1 Ž . t t  T F 1. Alors b C T  1 et c c  f C T  1.F 1 2 F
Ainsi f  f et c T c T.1 2 1 2
  Ž . 4 Ž .Soit Y fcM : c C T M, f F . Le point 2 montre queG
Ž . Ž . Ž Ž . . Ž . Ž  . Ž Ž .. Ž .rg Y  rg F  rg C T 	 rg T  rg M  rg C T  2 rg F G G
Ž . Ž . Ž G  .rg G . On a aussi rg G  rg i M d’apres le lemme 3.9. Comme G est`
connexe, Y et iGM doivent contenir un meme coset de M , une contra-ˆ
Ž .diction avec le point 1 .
Ž . Ž . Ž .COROLLAIRE 3.11. rg G  rg T  2 rg F .
On montre maintenant que G est un groupe doublement transitif.
Notons que l’argument suivant doit remplacer celui qui est donne dans 1,´
2 au meme stade et qui est legerement incorrect.ˆ ´ `
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LEMME 3.12. Pour tout gGM, l’application interpretable´
 : FM FgMg
f , m  fgmŽ .
Ž .est une bijection en particulier son image est generique dans C .´ ´
Preue. Il suffit de montrer l’injectivite de  , ce qui decoule du lemme´ ´g
3.4.
COROLLAIRE 3.13. M est connexe et GM FwM ou w est une inolu-`
tion de X qui inerse T.2
Preue. Comme G est connexe, il est de degre un et le lemme precedent´ ´ ´
montre que M doit etre connexe. Alors on obtient pour les memes raisonsˆ ˆ
que GM FwM.
Preue du theoreme 3.1. D’apres le corollaire precedent l’action de G´ ` ` ´ ´
sur l’espace des cosets a gauche de M est doublement transitive et le`
w Ž .stabilisateur point par point de M et wM est TMM lemme 3.4 .
Or M F T est le stabilisateur de M. Pour conclure il suffit donc
d’appliquer le fait 2.24 apres avoir remarque que G est une groupe de` ´
Zassenhaus. En effet, si t T stabilise un troisieme point fwM ou` `
f  F, alors fwM  tfwM  f t	1twM  f t	1wt	1M  f t	1wM, donc
	1	t w wŽ . Ž . Ž .f f  F M 1 lemme 3.4 et t 1 d’apres le lemme 3.3 iv .`
4. LE CENTRALISATEUR DES INVOLUTIONS
Le theoreme 1.1 est donc consequence du theoreme 3.1 et du theoreme´ ` ´ ´ ` ´ `
suivant que l’on prouve ici. Comme dans la section precedente, notre point´ ´
de depart est le fait 2.28.´
THEOREME 4.1. Soit G un K-groupe simple de type pair aec un´ `
² Ž  .: Ž .sous-groupe faiblement inclus M. Soit A I M . Alors C H MG
Ž .pour tout sous-groupe definissable infini H de C A .´ G
Dans cette longue section on suppose qu’il existe un sous-groupe
Ž .definissable infini de C A dont le centralisateur n’est pas inclus dans´ G
M et on va obtenir une contradiction. Fixons H un sous-groupe connexe
Ž . Ž .et maximal avec ces proprietes. Le fait 2.28 vii implique que H F M´ ´
Ž . Ž Ž .. 1 et H est en particulier abelien fait 2.14 . De plus B C H ´ G
Ž .PSL K ou K est un corps algebriquement clos de caracteristique 2 et` ´ ´2
 Ž Ž .. Ž Ž .. Ž Ž ..M  B C H est un Borel de B C H fait 2.28 vi . Soit T un toreG G
Ž Ž ..  Ž Ž ..maximal de B C H tel que M  B C H  A T. Soit aussi w unG G
Ž Ž ..element de Weyl de B C H qui inverse T. En particulier wM.´ ´ G
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Ž . Ž .Notons F F M . On fixe i I A . Soient
 w 	14T w  mM	 : m m ,Ž .
X  w iGM : rg T w  rg T , 4Ž . Ž .Ž .1
X  w iGM : rg T w  rg T , 4Ž . Ž .Ž .2
W w iGM : T f T w pour un f F . 4Ž .
Ž .On va suivre le schema de la section precedente et montrer que rg G ´ ´ ´
Ž . Ž Ž .. Ž Ž .2 rg F  rg C T la difficulte ici etant de montrer que rg X ´ ´G 2
Ž .. Ž . grg W , que C T HT et que F M 1 pour tout gGM.G
Alors on obtient que GM FwM est un groupe doublement transitif
scinde ou M est connexe. La contradiction finale est obtenue par l’analyse´ `
Ž Ž ..des elements d’ordre 3 du coset wM ou plus precisement de wC A ,´ ´ ´ ´ G
une etape tres delicate car l’element de Weyl w centralise le sous-groupe´ ` ´ ´ ´
H du tore HT.
4.1. Analyse preliminaire´
Dans les quatre premiers lemmes on determine la structure de M.´
Ensuite on commence a calculer certains rangs.`
Ž .LEMME 4.2. Pour tout sous-groupe non triial H de H, C H 1 G 1
Ž . Ž Ž ..C H H B C H .G G
Ž . Ž . Ž Ž .. Ž Ž ..Preue. Selon le fait 2.28 vi , C H O C H  B C H . LaG G G
Ž Ž ..maximalite de H assure que HO C H . Soit maintenant H un´ G 1
Ž . Ž Ž .. Ž Ž ..sous-groupe non trivial de H. Alors C H O C H  B C HG 1 G 1 G 1
Ž . Ž Ž .. Ž . Ž Ž ..d’apres le fait 2.28 vi et B C H  PSL K . Comme B C H ` G 1 2 G
Ž Ž .. Ž Ž .. Ž Ž ..B C H , B C H  B C H . La maximalite de H implique que´G 1 G G 1
Ž Ž Ž ... Ž Ž .. Ž . Ž .C B C H H. Donc O C H H. Ainsi C H  C HG G G 1 G 1 G
et on a l’egalite.´ ´
Ž .LEMME 4.3. Pour tout sous-groupe non triial X de T , C X est sansG
Ž . Ž . 	 	inolution donc resoluble et C X HC ou C est l’ensemble des´ `G
Ž .elements de C X inerses par w.´´ ´G
Ž .Preue. Si C X a des 2-Sylows infinis, alors il contient des involu-G
Ž .tions conjuguees aux involutions de A, ce qui contredit le fait 2.28 iii car´
Ž . Ž .T est inverse par w. Donc les 2-Sylows de C X sont finis C X est´ G G
Ž . Ž . Ž . 	resoluble et sans involution fait 2.26 . Alors C X  C w C ou´ `G C Ž X .G
	 Ž . Ž Ž ..C est l’ensemble des elements de C X inverses par w fait 2.4 i .´ ´ ´G
Ž Ž .. Ž .Soit A le 2-Sylow de B C H qui contient w. C w contient H,w G C Ž X .G
Ž Ž .. Ž Ž ..est connexe fait 2.4 iii et centralise A fait 2.28 ii . Soit M lew w
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Ž .conjugue de M qui contient A . XM  1 d’apres le fait 2.28 v . Si´ `w w
Ž . Ž . H C w , alors C w est un sous-groupe definissable et con-´C Ž X . C Ž X .G G
Ž .nexe de C A dont le centralisateur n’est pas inclus dans M et deM w ww
rang strictement superieur a celui de H. Comme A et A sont conjugues,´ ` ´w
Ž .cela contredit la maximalite de H. Donc H C w .´ C Ž X .G
Ž  . Ž Ž . .LEMME 4.4. O M  A en particulier FO F  A .2
Ž  . tPreue. Si t T et aO M verifient a  a, alors t 1 ou a 1´2
car les elements de T ne centralisent aucune involution de A. Donc´ ´
Ž Ž  . . Ž  . ŽO M , T est un groupe de Suzuki libre et O M est abelien fait´2 2
. Ž Ž  .. Ž  .2.23 . Si i 1, on note  O M l’ensemble des sO M tels quei 2 2
2 i Ž Ž  ..s  1. Chaque  O M est un sous-groupe caracteristique de´i 2
Ž  . Ž Ž  ..  2 i 	2 i 	1 2 iO M . Si hH et s O M , alors x, h  x h x h2 i1 2
 1 car H centralise A. Ceci montre que H centralise chaque
Ž Ž  .. Ž Ž  .. Ž  . Ž .   O M  O M et O M  C H 2, proposition 2.43 .i1 2 i 2 2 G
Ž . Ž .Donc O M  A et FO F  A selon le fait 2.9.2
LEMME 4.5. La structure de M est la suiante:
Ž .  Ž .i M  F H T .
Ž .  Ž . Ž Ž . .ii Pour tout t T , C t  1 en particulier C T  1 .F F
Ž .  Ž .iii Pour tout hH , C h  A.F
Ž . Ž . Ž .iv FO F  A et O F est non triial et sans torsion.
Ž . Ž . Ž .v O M O F H.
Preue. Remarquons d’abord que l’action transitive de T sur A et le
Ž .  Ž .fait 2.28 ii impliquent que M  C A  T. La consideration des´M
Ž .degres montre en particulier que C A est connexe.´ M
Ž . Ž .i On commence par montrer que C A  FH. Soit C unM
Ž . Ž . Žcomplement definissable de A dans C A qui contient HO F fait´ ´ M
. Ž . Ž .2.16 . Comme C A est connexe, C est connexe. Si xN H , alors xM C
Ž Ž ..agit sur B C H par automorphisme interieur comme une involution de´G
Ž . Ž .A car x C A ; or C est sans involution, donc N H centraliseG C
Ž Ž .. Ž .B C H . Par maximalite de H, on obtient que HN H . Comme H´G C
Ž . Žest abelien, H est un sous-groupe de Carter de C et C F C H fait´
. Ž . Ž Ž .. Ž . Ž . 2.19 . Or F C A F C A  F. Donc C A  CA F C AHM M
Ž .  Ž .FH et C A  FH. Ainsi M  F H T et il reste a montrer que`M
Ž . Ž Ž .. ŽF H T  1. Or cette intersection normalise B C H car H TG
. Ž Ž ..est abelien . Donc elle agit sur B C H par automorphisme interieur.´ ´G
Ž Ž ..Comme elle centralise A qui est autocentralisant dans B C H , elle agitG
Ž Ž ..2 Ž Ž ..comme un sous-groupe de A. Donc F H T centralise B C H .G
Ž . Ž .Or F H T est sans involution car H et T sont sans involution ,
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Ž . Ždonc 2-divisible selon le fait 2.1. Le fait 2.28 vii montre alors que F H
. T  1.
Ž . Ž .ii Montrons d’abord que C X est fini pour tout sous-groupe nonF
Ž .trivial X de T. Si C X contient un element f non trivial, alors f hx´ ´F
Ž . 	1 	1ou hH et x est inverse par w lemme 4.3 . Ainsi x  f h et` ´
w 	1 	1 Ž . Ž . wf  hx  hf h C A . Comme f centralise A fait 2.9 , f cen-M
w Ž . Ž w . Ž Ž ..tralise A M car wM et C f est non resoluble fait 2.28 vi .´G
w w Ž w . w Ž Ž ..D’autre part f  F implique que C f M fait 2.28 vii estG
Ž .resoluble, une contradiction. Donc C X est fini.´ F
Ž .Si O F contient des elements de torsion, alors il existe un nombre´ ´
premier p 2 tel que F contienne un unique p-Sylow P non trivial et
Ž . connexe fait 2.17 . Soit T le p-tore de T. Comme M est resoluble, T P´p p
Ž .est localement fini et T centralise P fait 2.10 , une contradiction avec cep
Ž . qui precede. Donc O F est sans torsion. Soit maintenant t T . Ce qui´ `
Ž .precede montre que C t est fini et inclus dans A, donc trivial.´ ` F
Ž .  Ž . Ž Ž .. Ž Ž ..iii Si hH , alors C h normalise B C h  B C HO Ž F . G G
Ž . Ž . Ž Ž ..lemme 4.2 . Donc C h agit sur B C H par automorphismeO Ž F . G
Ž .interieur et on conclut comme precedemment que C h  1, car´ ´ ´ O Ž F .
Ž . Ž .C h centralise A. Ainsi C h  A.O Ž F . F
Ž . Ž . Ž .iv Le fait que O F est sans torsion a ete montre au point ii . Si´ ´ ´
Ž . Ž .O F  1, alors H A C A est abelien et normal dans M, donc´M
Ž . Ž Ž ..H A F et C H M fait 2.28 vii , une contradiction avec notreG
hypothese.`
Ž . Ž . v Les points precedents montrent que O F H
M , donc que´ ´
Ž . Ž .O F HO M . On a l’egalite selon le fait 2.15.´ ´
Ž .LEMME 4.6. Si w  X , alors T w est un sous-groupe definissable,´1 2 1
  Ž . Ž .connexe et abelien de M tel que M  C A  T w .´ M 1
Ž . Ž . ŽPreue. Fixons w  X . Si x T w  C A , alors x A fait1 2 1 M
Ž .. Ž . Ž . Ž .2.28 iii . Le fait 2.28 ii montre alors que x 1. Ainsi T w  C A 1 M
Ž . Ž . Ž .1. Il suffit de montrer que T w est un groupe car alors C A  T w1 M 1
et M ont meme rang et sont egaux par connexite de M. Soit V laˆ ´ ´
Ž Ž . Ž .. cloture definissable d T w , T w . Comme M F est abelien, V F.ˆ ´ ´1 1
w1 Ž Ž ..De plus w normalise V, donc V F F  1 fait 2.28 viii . Donc1
Ž .T w est un ensemble abelien et c’est un groupe.´1
Ž . fCOROLLAIRE 4.7. Si w W, alors T w  T pour un unique f F.1 1
Ž . fPreue. D’apres le lemme precedent, T w  T pour un f F. L’un-` ´ ´ 1
Ž .icite de f provient du lemme 4.5 ii .´
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Ž . Ž G .LEMME 4.8. rg X  rg i .2
Ž G . Ž G . G Ž G .Preue. On a rg i M  rg i et i  i M  X  X , donc il1 2
Ž . Ž G .suffit de voir que rg X  rg i . Definissons la relation d’equivalence´ ´1
 sur X par w  w si w w M , ce qui est encore equivalent a´ `1 1 2 1 2
Ž .w w  T w .1 2 1
Ž .Soit p: X  X  la projection naturelle et pour 0 k rg T 	 1,1 1
X  w  X : rg p	1 p w  k .Ž . Ž . 4Ž .Ž .1 1 1 1k
Ž . Ž .Les X forment une partition finie de X . Soit k tel que X soit1 k 1 0 1 k 0
generique dans X . Alors´ ´ 1
rg X  rg X  rg p X  k  rg X   k .Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .Ž .k k1 1 1 0 1 00 0
Ž  . Ž . Ž  . Ž . Ž G . Ž Ž ..Or rg M  rg X   rg X M  rg G  rg i  rg C A ,1 1 G
Ž . Ž G . Ž Ž .. Ž  . Ž G . Ž .donc rg X   rg i  rg C A 	 rg M  rg i 	 rg T . Ainsi1 G
G GŽ . Ž . Ž . Ž .rg X  rg i 	 rg T  k  rg i .1 0
Ž . Ž Ž .. Ž . Ž .Proposition 4.9. rg W  rg C T  rg F 	 rg H .G
Preue. Soit w W. Soit f l’unique element de F tel que w inverse´ ´1 1
f Ž . f	1 Ž .T corollaire 4.7 . Alors w w C T et l’application1 G
 : W wCG ŽT .F




est bien definie et definissable.´ ´
Ž .1 .  est injectie.
Ž .  Ž . Ž  . ŽPreue de 1 . Soit w , w W tel que  w   w . Si f respec-1 1 1 1 1
. f1 Žtivement f est l’unique element de F tel que w inverse T respective-´ ´1 1
f 1.ment T , cela signifie que
ww
f	1
1 w f1  ww

1
f 	11 w f 1 .
Cette involution de iG n’est pas dans M car sinon ww
f	1
1 w  A inverse T ,
une contradiction. Donc cette involution est dans W et elle inverse T f1 et
f 1  Ž  . f	11T . Selon le corollaire 4.7, on obtient f  f . Par consequent w w´1 1 1 1
centralise w. Comme cet element est aussi inverse par w f
	1
1 , il est d’ordre´ ´ ´ 1
Ž Ž .. au plus 2 fait 2.28 iii . Donc w et w commutent et sont dans un memeˆ1 1
Ž Ž ..  Ž  . f	11 G Ž .conjugue de A fait 2.28 ii . Si w  w , alors w w  i  C T ,´ 1 1 1 1 G
Ž .une contradiction avec le fait 2.28 iii car w inverse T. Donc w  w .1 1
Ž . Ž Ž .. Ž CG ŽT .F . Ž .2 . rg Im   rg w ou Im  est l’image de .`
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Ž . CG ŽT . F Ž . c f Ž .Preue de 2 . Montrons que w  Im  . Soit w ou c C T` G
et f F. D’apres le lemme 4.3, on peut supposer que c est inverse par w.` ´
Ž . w 	1 	2 Ž Ž ..Il existe d C T tel que d  d et d  c fait 2.4 ii . SoitG
d f f Ž .w  w . T est l’unique F-conjugue de T inverse par w corollaire 4.7´ ´1 1
Ž . w d w f d	2 f c fet par construction de  on a  w  w  w  w .1
Ž CG ŽT . F . Ž CG ŽT .F .Il suffit donc de montrer que rg w  rg w . Pour ce faire,
Ž .il suffit de voir que pour tout k C T , l’applicationG
 : wCG ŽT .
 k F w cG ŽT . F
w ck f w c f
est une bijection definissable car wCG ŽT .F est la reunion d’un nombre fini´ ´
Ž .d’ensembles de cette forme. Soient c, c  C T , f , f  F tels que1 G 1
ck f c1 k f1 Žw  w . Comme on peut supposer c et c inverses par w lemme´1
. c c1 Ž .4.3 , le corollaire 4.7 montre que f f , w  w , et c c fait 2.2 .1 1
Donc  est bien definie et bijective.´
Ž . Ž . Ž . Ž CG ŽT .F .1 et 2 impliquent que rg W  rg w . Il suffit donc pour
Ž CG ŽT .F . Ž . Ž Ž .. Ž .conclure de voir que rg w  rg H  rg C T  rg F . SoitG

 : C T F wCG ŽT .FŽ .G
cf w c f .
Comme 
 est surjective, il suffit de montrer que le rang de chaque fibre
Ž .de 
 est egal a rg H . Mais on voit facilement avec le corollaire 4.7 qu’une´ `
	1Ž c f .  Ž . Ž . 4telle fibre 
 w est de la forme c f C T F : c  C w, T c ,1 G 1 G
Ž 	1Ž c f .. Ž Ž .. Ž Ž . . Ž . Ždonc que rg 
 w  rg C w, T  rg C w, T  rg H lemmeG G
.4.3 . La proposition 4.9 est prouvee.´
4.2. Le rang de G
On va calculer le rang de G en utilisant le lemme 4.8 et la proposition
4.9. Tout le travail va en fait consister a montrer le resultat suivant:` ´
Ž . Ž .PROPOSITION 4.10. rg W  rg X .2
On commence par etudier le cas ou H est sans torsion. Si X est un´ `
Ž .groupe abelien, on note Tor X son sous-groupe de torsion.´
Ž . Ž . f ŽLEMME 4.11. Si w  X , alors T w  HT pour un f F H etant´1 2 1
.aec ou sans torsion .
Preue. Soit w  X et  l’ensemble des nombres premiers differents´1 2
 Ž .de 2. Si S est un -sous-groupe de Hall de M qui contient Tor HT ,
Ž . Ž .alors S  F 1 car O F est sans torsion; donc S est abelien fait 2.14´ 
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Ž Ž .. Ž Ž . Ž .. Ž .et S  C Tor T HT lemme 4.5 i et ii . Par consequent, Tor HT´ M
est un -sous-groupe de Hall de M.
Ž Ž .. Ž Ž .. fSelon le fait 2.18, il existe f F tel que Tor T w  Tor HT 1
Ž . f Ž . Ž . fHT . Soit Y T w  HT . Selon le lemme 4.6, il existe un isomor-1
Ž . Ž Ž ..phisme interpretable  de T w vers T. Alors, comme Tor T w  Y,´ 1 1
Ž . Ž . Ž .Tor T   Y  T et le corollaire 2.22 montre que  Y  T. Donc
Ž . Ž . Ž Ž .. Ž . Ž .rg Y  rg T  rg T w et par connexite de T w , Y T w . Ceci´1 1 1
fŽ . Ž .montre que T w  HT .1
LEMME 4.12. Si H est sans torsion, alors W X .2
Preue. Soit w  X et  l’ensemble des nombres premiers differents´1 2
Ž . Ž . fde 2. Soit f F tel que T w  HT comme dans le lemme 4.11. Si H1
Ž f .est sans torsion, alors Tor T est l’unique -sous-groupe de Hall du
Ž . f Ž .groupe abelien HT . Or T w est interpretablement isomorphe a T´ ´ `1
Ž . Ž Ž .. Ž f . Ž f . Ž . f flemme 4.6 . Donc Tor T w  Tor T , Tor T  T w  T  T et1 1
Ž . f f f Ž .le corollaire 2.22 montre que T w  T  T . Donc T  T w et par1 1
f Ž .egalite de rang et connexite, T  T w . Ainsi w W. Ceci montre que´ ´ ´ 1 1
X W et ces deux ensembles sont egaux.´2
On suppose donc a partir de maintenant, pour montrer la proposition`
4.10, que H contient un p-Sylow non trivial pour un nombre premier p,
Ž Ž . .disons H . Comme H est divisible et abelien lemme 4.5 i et fait 2.14 , H´p p
est un p-tore.
Ž .LEMME 4.13. N HT HT.G
Ž .Preue. N HT normalise le p-tore maximal de HT. Par ridigite des´G
Ž . Ž . Ž .tores fait 2.11 , il le centralise, donc N HT  C H HG G p
Ž Ž .. Ž . Ž .B C H lemme 4.2 . Comme N HT centralise le p-tore maximal deG G
Ž Ž .. Ž .T et comme T est autocentralisant dans B C H , N HT HT.G G
COROLLAIRE 4.14. Si HT est contenu dans un sous-groupe X resoluble,´
definissable, et connexe de G, alors HT est un sous-groupe de Carter de X.´
Ž .Preue. C’est le fait 2.19 i .
Ž . Ž . Ž .LEMME 4.15. Si C T est nilpotent, alors C T HT. Si C TG G G
Ž . Ž Ž .. Ž Ž ..n’est pas nilpotent, alors C T  F C T H et F C T est inerse´G G G
par w.
Ž . Ž .Preue. Comme C T est resoluble lemme 4.3 , HT en est un´G
Ž . Ž .sous-groupe de Carter. Donc si C T est nilpotent, alors C T HTG G
Ž .par condition de normalisateur fait 2.6 .
Ž . Ž . Ž .Supposons C T non nilpotent. Selon le fait 2.19 iii , on a C T G G
Ž Ž .. Ž . Ž .HF C T . Comme C w H et C T est sans involutionG C ŽT . GG
Ž . Ž Ž ..lemme 4.3 , il suffit de voir que H F C T  1 d’apres le fait 2.4.`G
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Supposons que cette intersection, que l’on note U, est non triviale. Soit
Ž . Ž Ž ..V HT  F C T . V est non trivial car il contient T. De plusG
Ž . Ž . N V normalise C V .F ŽC ŽT .. C ŽT .G G
Ž . Ž . Mais C V HT. En effet, comme U V, C V cen-C ŽT . C ŽT .G G
Ž Ž .. Ž . Ž .tralise UH, donc normalise B C H lemme 4.2 . Donc C VG C ŽT .G
Ž Ž .. Žagit sur B C H comme T car il centralise T qui est autocentralisantG
Ž Ž ... Ž . Ž . dans B C H . Ainsi C V N A M par inclusion faible.G C ŽT . GG
Ž . Ž Ž .. Ž . Comme C T HT lemme 4.5 ii , C V HT et on a l’egalite.´ ´M C ŽT .G
Ž . Ž . Ž Ž ..On obtient donc que N V  HT  F C T  V avec leF ŽC ŽT .. GG
Ž . Ž Ž ..lemme 4.13. Par condition de normalisateur fait 2.6 , on a F C T  VG
Ž . Ž Ž ..HT. Alors C T HF C T 	HT , une contradiction car on aG G
Ž .suppose C T non nilpotent.´ G
Ž . Ž . Ž .COROLLAIRE 4.16. C T  C T  HT .G G N
Ž . Ž .Preue. Si C T est nilpotent, alors il est egal a HT et C T  1.´ `G G N
Ž .Sinon, C T est 2-resoluble et il suffit d’appliquer le fait 2.20 avec le´G
Ž .sous-groupe de Carter HT de C T .G
Ž .LEMME 4.17. Si w  X et H  C  w , alors il existe gG1 2 1 C ŽT Žw .. 1G 1g Ž . gtel que H H et T w  T .1 1
Ž Ž ..Preue. On voit comme dans le lemme 4.3 que C T w est sansG 1
f Ž Ž ..involution. Selon le lemme 4.11, H  C T w pour un f F. CommeG 1
f Ž Ž ..H ne peut pas etre inverse par w fait 2.28 iii , le fait 2.4 montre que Hˆ ´ 1 1
est non trivial et connexe.
Soit A  Ag, ou gG, un conjugue de A qui contient w et M M g.` ´1 1 1
Ž . Ž . Ž Ž ..Alors H  C A et T w M  1 fait 2.28 v . En particulier1 M 1 1 11
Ž .C H M . Si H est un sous-groupe definissable, connexe et maximal´G 1 1 2
Ž . Ž . Ž .de C A tel que H H et C H M , alors C H H M 1 1 2 G 2 1 G 2 21
Ž Ž .. Ž . Ž g . Ž Ž . Ž . .B C H et O M O F H fait 2.28 vi , vii et lemme 4.5 .G 2 1 2
Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Mais C H  C H lemme 4.2 , donc T w  C H et H G 1 G 2 1 G 2 2
Ž . gC w H . Donc H H ; par suite, H et H sont deuxC ŽT Žw .. 1 1 1 2 1G 1
Ž g . Ž g . Ž g .complements de O F dans O M et ils sont donc O F -conjugues´ ´
Ž . glemme 4.5 et fait 2.12 . On peut donc supposer que H H .1
Ž . Ž . Ž Ž .. Ž Ž ..On a T w  C H H  B C H et w  B C H . Si t 1 G 1 1 G 1 1 G 1 1
Ž . Ž Ž ..T w , alors t  h b pour des elements h et b de H et de B C H´ ´1 1 1 1 1 1 1 G 1
respectivement. Alors h bw1  tw1  t	1  h	1 b	1, et h2 b	1 b	w 1 H1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Ž Ž .. 2 B C H  1. Donc h  1 et h  1 car H est sans involution. CeciG 1 1 1 1
Ž . Ž Ž .. Ž g . Ž Ž .. g Ž .montre que T w  B C H . Comme rg T  rg T w , T et T w1 G 1 1 1
Ž Ž .. Ž Ž ..sont deux tores maximaux de B C H . Il existe donc b B C H telG 1 G 1
g b g b bŽ .que T  T w . De plus H H H .1 1 1
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On va maintenant pouvoir majorer le rang de X . Soit2
X  w  X : T w HT . 4Ž .H T 1 2 1
Ž .Soit w  X et H  C w . Le lemme 4.17 et le corollaire 4.141 H T 1 C ŽT Žw .. 1G 1
Ž .montrent que H T w et HT sont deux sous-groupes de Carter de1 1
Ž Ž .. Ž Ž ..C T w . D’apres le lemme 4.17, C T w est un conjugue de` ´G 1 G 1
Ž . Ž Ž .. Ž Ž ..C T et le corollaire 4.16 montre que C T w  C T w G G 1 G 1 N
Ž Ž .. Ž .H T w . Le fait 2.19 ii implique donc qu’il existe un unique c 1 1 1
Ž Ž .. Ž Ž ..c1 c1 Ž .C T w tel que H T w HT. Notons que w inverse T w etG 1 N 1 1 1 1
c1 Ž Ž . Ž .. c1 Ž .w M faits 2.5 et 2.8 ii , v . Par consequent w N HT  X et´1 1 G 2
l’application
 : X N HT  XŽ .H T G 2
w  w c11 1
est bien definie et definissable.´ ´
Ž 	1Ž Ž ... Ž Ž . .LEMME 4.18. Si w  X , alors rg   w  rg C T .1 H T 1 G N
	1Ž Ž .. c1 c2Preue. Fixons w  X . Soit w    w , c’est-a-dire w  w`1 H T 2 1 1 2
Ž Ž .. Ž Ž ..ou c et c sont les deux elements de C T w et C T w comme` ´ ´1 2 G 1 N G 2 N
c1 c2 Ž . Ž .precedemment. L’element w  w de X inverse T w et T w , donc´ ´ ´ ´ 1 2 2 1 2
Ž . Ž .le lemme 4.6 montre que T w  T w . D’autre part w normalise le1 2 1
Ž Ž .. Ž .conjugue C T w de C T . Comme ce dernier est inverse par w, w´ ´G 1 N G N 1
Ž Ž .. Ž Ž ..doit inverser C T w faits 2.4 et 2.28 iii . De meme w inverseˆG 1 N 2
Ž Ž .. c1 c2 2 2C T w et l’egalite w  w devient w c  w c , soit encore w ´ ´G 2 N 1 2 1 1 2 2 2
Ž Ž .. Ž .w C T w . Comme T w est un conjugue de T´1 G 1 N 1
 
rg C T w  rg C TŽ . Ž .Ž . Ž .Ž . NG 1 GN
	1Ž Ž Ž ... Ž Ž . .et on a bien rg   w  rg C T .1 G N
Ž Ž . . Ž .LEMME 4.19. rg N HT  X  rg T .G 2
ŽPreue. Comme HT est d’indice fini dans son normalisateur lemme
. Ž .4.13 , il suffit de voir que si xN HT est tel que le coset xHT deG
Ž .  Ž . Ž .N HT contienne un element w de X , alors rg xHT X  rg T . En´ ´G 2 2
Ž . Ž Ž .. Ž Ž .. Ž .effet: rg xHT X  rg xHT I G  rg T w  rg T .2
Ž . Ž Ž .. Ž .Corollaire 4.20. rg X  rg C T 	 rg H .H T G
Ž .Preue. Si on note Im  l’image de , les deux lemmes precedents´ ´
Ž . Ž Ž . . Ž Ž .. Ž Ž . . Ž .montrent que rg X  rg C T  rg Im   rg C T  rg T .H T G N G N
Ž . Ž . Ž . Ž .Si C T est nilpotent, alors C T HT lemme 4.15 et C T estG G G N
Ž . Ž . Ž Ž . . Ž . Ž .trivial; donc rg X  rg T  rg C T 	 rg H . Si C T n’est pasH T G G
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Ž Ž .. Ž . Ž .nilpotent, alors F C T  T C T lemme 4.15 et corollaire 4.16 .G G N
Ž . Ž Ž Ž .. . Ž Ž Ž .. . Ž Ž . .Donc rg X  rg F C T . Mais rg F C T  rg C T 	H T G G G
Ž .rg H avec le lemme 4.15, donc l’inegalite est prouve dans ce cas aussi.´ ´ ´
Ž . Ž . fPreue de la proposition 4.10. Si w  X , alors T w  HT pour1 2 1
Ž . Ž . f	1 f	1un f F lemme 4.11 . Donc T w HT et w  X . Ceci montre1 1 H T
Ž .F Ž . Ž . Ž .que X  X . Donc rg X  rg X  rg F . Comme cela a ete´ ´2 H T 2 H T
remarque apres le lemme 4.12, on peut supposer que H contient un p-tore´ `
Ž . Ž Ž ..non trivial. Le corollaire 4.20 implique alors que rg X  rg C T 	2 G
Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .rg H  rg F , c’est-a-dire rg X  rg W proposition 4.9 . Comme` 2
d’autre part W X , on a l’egalite.´ ´2
Ž . Ž . Ž Ž ..COROLLAIRE 4.21. rg G  2 rg F  rg C T .G
Ž . Ž G . Ž Ž ..Preue. D’apres le lemme 4.8, on a rg G  rg i  rg C A ` G
Ž . Ž Ž ..rg X  rg C A . On obtient donc en combinant les propositions 4.102 G
Ž . Ž Ž .. Ž . Ž . Ž Ž .. Ž .et 4.9 que rg G  rg C T  rg F 	 rg H  rg C A  2 rg F G G
Ž Ž ..rg C T .G
4.3. Le centralisateur de T
Ž .Dans cette sous-section on etudie C T :´ G
Ž .Proposition 4.22. C T HT.G
Ž .Pour montrer la proposition 4.22, il suffit de montrer que C T MG
Ž Ž ..lemme 4.5 ii , ce que l’on va faire a l’aide du meme argument de` ˆ
connexite que dans la proposition 3.10. On a besoin de trois lemmes´
preparatoires.´
Ž  . Ž .LEMME 4.23. rg X M  rg G .2
Preue. On definit la relation d’equivalence  sur X par w  w si´ ´ 2 1 2
  Ž . Žw M  w M . Donc w  w si et seulement si w  w T w si w 1 2 1 2 2 1 1 2
Ž . Ž . .w T w , alors w est conjugue a w car T w est 2-divisible . Ainsi´ `1 1 2 1 1
Ž . Ž . Ž . Ž  . Ž . Ž  .rg w   rg T lemme 4.6 et rg X M  rg X   rg M 1 2 2
Ž . Ž . Ž  .rg X 	 rg T  rg M . Les propositions 4.10 et 4.9 impliquent alors2
Ž  . Ž . Ž Ž .. Ž . Ž . Ž . Ž .que rg X M  rg F  rg C T 	 rg H  rg F  rg H  rg G .2 G
Ž . LEMME 4.24. Si c C T M et f F, alors fcM est sans inolution.G
Preue. Supposons que fcb soit une involution pour un bM.
 Ž . Ž . fComme M  F H T , on peut supposer que b F. Alors fcb 
cbf est une involution; en posant k bf, on peut supposer que ck est une
Ž . Ž .Ž . t 	1 tinvolution ou c C T M et k F. Si t T , alors ck ck  k k` G
Ž 	1 t.ck ck Ž Ž .. F est inverse par ck, donc k k  F F  1 fait 2.28 viii .´
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Ž Ž ..Donc k centralise T et k 1 lemme 4.5 ii . Alors c est une involution de
Ž .C T , une contradiction avec le lemme 4.3.G
Ž . LEMME 4.25. Si c , c  C T M, f , f  F erifient f c M ´1 2 G 1 2 1 1
f c M , alors f  f et c HT c HT.2 2 1 2 1 2
Preue. Supposons f c  f c  pour un  M. Alors c  uc  en1 1 2 2 1 2
	1  Ž .posant u f f . Comme M  F H T , on peut supposer que1 2
  F en remplac¸ant c par un element de la forme c ht ou htHT. Il´ ´ `2 2
suffit de montrer que  centralise T , car alors   1 d’apres le lemme`
Ž . 	1 Ž .4.5 ii et par suite u c c  F C T  1, et c  c .1 2 G 1 2
 	1 Soit X T ,  . X est definissable et connexe en consequence du´ ´
  theoreme des indecomposables de Zil’ber 27 . Comme F
M , X F.´ ` ´
Ž . Ž .De plus T normalise X ; le lemme 4.5 i , ii et le fait 2.12 montrent que
X T est un produit semidirect et que tout element de XT X appartient´ ´
a un X-conjugue de T. D’autre part T 
	1  T c1	1  T uc2 M c2 et` ´
TM c2. Donc XM c2 et XTM c2. Si y est un element non trivial´ ´
c2 Ž Ž ..de XT F , alors y X fait 2.28 viii , donc y appartient a un X-con-`
jugue de T et est par consequent inverse par une involution de iG ; or y´ ´ ´
c2 2 Ž Ž ..centralise A , donc y  1 fait 2.28 iii et y 1, une contradiction.
c2 Ž . Ž .Ainsi XT F  1 et XT est abelien fait 2.14 . Donc X C T  1´ F
Ž Ž ..lemme 4.5 ii et  centralise T.
Ž .Preue de la proposition 4.22. Supposons C T M. Soit YG
  Ž . 4 Ž . Ž . Ž Ž . . fcM : f F, c C T M . Alors rg Y  rg F  rg C T 	G G
Ž . Ž  . Ž . Ž .rg HT  rg M  rg G lemme 4.25 . Comme G est connexe, le lemme
4.23 implique que Y est X M contiennent un meme coset de M , uneˆ2
contradiction avec le lemme 4.24.
Ž . Ž . Ž .COROLLAIRE 4.26. rg G  2 rg F  rg HT .
Le lemme 4.13 peut maintenant etre prouve comme suit, sans aucuneˆ ´
hypothese sur la presence d’un p-tore H dans H.` ´ p
Ž .COROLLAIRE 4.27. N HT HT.G
Ž . Ž .Preue. Par rigidite des tores fait 2.11 , N HT centralise le sous-´ G
Ž .groupe de torsion de HT. En particulier N HT centralise le sous-groupeG
Ž . Ž .de torsion de T , donc N HT centralise T corollaire 2.22 et il suffitG
alors d’appliquer la proposition 4.22.
4.4. Les conjugues de F´
Dans cette sous-section on montre la proposition suivante:
PROPOSITION 4.28. F gM 1 pour tout gGM.
 Pour montrer ce resultat on va utiliser certains resultats de 15 qui´ ´
concernent les centralisateurs generalises. Rappelons d’abord la definition.´ ´ ´ ´
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Ž .Si X est un groupe, Y un sous-groupe de X, et uN Y , le centralisa-X
Ž . Ž .teur generalise de u dans Y, note E u , est defini par E u ´ ´ ´ ´ ´Y Y
Ž .	nŽ . ad 1 ou ad designe l’application` ´n u u
ad : Y Yu
 y y , u .
Ž .Si U est un sous-ensemble de N Y , le centralisateur generalise de U dans´ ´ ´X
Ž . Ž .Y, note E U , est l’intersection des E u pour uU.´ Y Y
 Fait 4.29 15, corollaires 5.17 et 7.4 et theoreme 1.1 . Soient X un´ `
groupe de rang de Morley fini connexe et resoluble et U un sous-groupe´
nilpotent de X. Alors
Ž . Ž .i E U est un sous-groupe definissable et connexe et U´X
Ž Ž ..F E U .X
Ž . Ž .ii E U contient un sous-groupe de Carter de X.X
Pour montrer la proposition 4.28, on suppose qu’il existe gGM tel
que F gM soit non trivial. Dans la suite de cette section on note X
cette intersection.
Ž . g Ž .LEMME 4.30. XO F en particulier X est connexe .
g Ž .Preue. Comme gM, F  F 1 d’apres le fait 2.28 viii . Donc X`
g Ž . gest un sous-groupe de F sans involution et il est inclus dans O F
Ž . g Ž Ž ..d’apres le fait 2.3. Comme O F est sans torsion lemme 4.5 iv , X est`
Ž .connexe fait 2.3 .
Ž . Ž .LEMME 4.31. On peut et on a supposer XO F HT et HT
Ž .E X .O Ž F . H T
Preue. La premiere assertion est due au fait 2.16. Montrons la` ˆ
Ž . Ž .deuxieme. Selon le fait 4.29 ii , E X contient un sous-groupe de` O Ž F . H T
Ž . Ž .Carter de O F HT. Mais HT est un sous-groupe de Carter de O F HT
Ž Ž ..corollaire 4.27 et fait 2.19 i . Par conjugaison des sous-groupes de Carter
Ž . Ž Ž ..de O F HT fait 2.19 ii , on peut supposer apres conjugaison par un`
Ž . Ž .element de O F que HT E X .´ ´ O Ž F . H T
Ž . Ž .Notons E E X . C’est un sous-groupe de O F HT definissable´O Ž F . H T
Ž .et connexe d’apres le fait 4.29 i .`
LEMME 4.32. HT E.
Preue. Supposons HT E. Selon le lemme precedent on a XHT ,´ ´
donc HT centralise le sous-groupe X de F g et HTM g d’apres le fait`
Ž . Ž . g  g2.28 vii . Ainsi HT et HT sont deux sous-groupes de Carter de M
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Ž Ž ..  gcorollaire 4.27 et fait 2.19 i . Ils sont donc M -conjugues d’apres le fait´ `
g g gŽ . Ž .2.19 ii , une contradiction car HT  F  1 et XHT F .
Ž Ž . . Ž Ž . .Par consequent E O F  E HT ou O F  E est non trivial´ `
Ž Ž . .et connexe. Il est clair que O F  E est un sous-groupe normal de
Ž . Ž . ŽF E , donc il contient une infinite d’elements centraux dans F E fait´ ´ ´
. Ž Ž Ž .. Ž ..2.7 . Par consequent Z F E O F  1. Notons Z ce sous-groupe.´
Ž . Ž .LEMME 4.33. rg T  rg Z .
Preue. Comme on suppose HT E, T normalise le sous-groupe Z de
Ž .  Ž T . Ž . Ž .O F . Si z Z , alors rg z  rg T d’apres le lemme 4.5 ii , ce qui`
Ž . Ž . Ž . Ž .montre que rg Z  rg T . Supposons maintenant que rg Z  rg T .
Alors T agit transitivement sur Z par connexite de Z. Selon le fait 2.13,´
T doit etre isomorphe au sous-groupe multiplicatif d’un corps deˆ
caracteristique nulle et de rang de Morley fini. Ce corps est algebrique-´ ´
 ment clos d’apres le theoreme de Macintyre 17 , donc T contient un` ´ `
2-tore non trivial, une contradiction car G est un groupe de type pair.
Ž . Ž .Preue de la proposition 4.28. Selon le fait 4.29 i , on a X F E .
 g Ž .  gAinsi Z centralise X et ZM d’apres le fait 2.28 vii . Or M `
Ž g . g Ž .C A  T d’apres le lemme 4.5 i , donc le lemme 4.33 montre que`G
Ž g .  g Ž .Z C A  1. Il existe donc z Z tel que A  C z . Mais zG G
Ž . g  Ž Ž .. gO F , donc A M fait 2.28 vii et A  A. On en deduit donc que´
gM, une contradiction qui prouve la proposition 4.28.
COROLLAIRE 4.34. F gM 1 pour tout gGM.
Preue. Soit gGM tel que F gM 1. Alors F gM est fini
Ž . g Ž Ž ..proposition 4.28 et inclus dans A lemme 4.5 iv . Il existe donc une
g Ž Ž ..involution k de A M. Alors k centralise A faits 2.5 et 2.28 ii et
g Ž Ž ..A  A fait 2.28 ii , une contradiction car alors gM.
4.5. Double transitiite´
On peut maintenant montrer que M est connexe et que G est une
Ž  .BN-paire scindee de rang 1 au sens de 18 , et en deduire quelques´ ´
consequences.´
LEMME 4.35. Pour tout gGM, l’application interpretable´
 : FM FgMg
f , m  fgmŽ .
est une bijection. En particulier M est connexe et GM FwM.
Preue. On procede comme dans le lemme 3.12 et le corollaire 3.13, en`
utilisant ici le corollaire 4.34.
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Ceci montre que l’action de G sur l’espace des cosets a gauche de M est`
Ž wdoublement transitive et scindee la stabilisateur de M et wM est MM´
w .et MM HT d’apres le corollaire 4.34 . Mais G n’est pas un groupe`
de Zassenhaus car les elements de H stabilisent les cosets de M de la´ ´
Žforme awM ou a A ce qui se traduit en d’autres termes par le fait que`
.l’element de Weyl w centralise le sous-groupe H du tore HT . On ne peut´ ´
donc pas utiliser le fait 2.24. Cette difficulte va etre surmontee dans la´ ˆ ´
section suivante. Si gGM, alors g f wf y pour d’uniques elements´ ´1 2
f , f  F et yHT d’apres le lemme 4.35. On parlera de cette propriete` ´ ´1 2
comme d’unicite de la representation.´ ´
Ž . Ž Ž ..LEMME 4.36. N H H B C H .G G
Ž . Ž Ž ..Preue. Si xN H , alors x agit sur B C H par automorphismeG G
Ž .interieur car PSL K n’a pas d’automorphisme exterieur. Donc x hb´ ´2
Ž Ž Ž ... Ž Ž ..ou h C B C H et b B C H . Comme M est connexe,` G G G
Ž Ž Ž ...C B C H H.G G
Ž . Ž .LEMME 4.37. Pour tout x HTH , C x HT.G
Preue. Soit x ht ou hH et t T. On commence par montrer`
Ž . Ž . xque C x M. Supposons au contraire que f wf h t  f wf h t ou`G 1 2 1 1 1 2 1 1
Ž . x x 2 htf , f  F, h H, et t  T. Comme f wf h t  f wt f h t 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1
f x wf ht
	1
h t t 2, on a h t  h t t 2 par unicite de la representation et t 1´ ´1 2 1 1 1 1 1 1
Ž .car T est sans involution, une contradiction. Ainsi C x M.G
Ž . Ž .w wIl suffit alors de voir que C x  1. Comme C x centralise x F F
Ž . Ž .w Ž .wHTH , ce qui precede montre que C x M. Donc C x M´ ` F F
wF  1.
Ž Ž .. Ž . Ž .COROLLAIRE 4.38. H est sans torsion et rg O F 	 rg H  rg T .
Ž . Ž .Preue. Soit O un sous-groupe HT-minimal de O F . On a C O1 H T 1
Ž Ž .. 1 lemmes 4.37 et 4.5 iii . Il existe donc une structure de mauvais corps
² :  Žde caracteristique nulle K ,,  , X telle que O  K et HT X fait´ 1
.2.13 . Alors le rang de Prufer de HT est un pour tout nombre premier p¨
different de 2. Comme T contient un p-tore pour tout p 2, H est sans´
Ž . Ž . torsion. Si rg O  rg HT , alors HT agit transitivement sur O et HT1 1
contient un 2-tore, une contradiction.
Ž . w Ž Ž Ž ...uLEMME 4.39. Si uO F , alors F  H B C H  1.G
Preue. Supposons qu’il existe un element non trivial f de F tel que´ ´
w Ž Ž Ž ...u u w uf  H B C H . Si f A, alors H centralise A et H G
Ž Ž Ž ... Ž .C B C H H; donc uN H  1, une contradiction. AinsiG G O Ž F .
2 Ž .f A et en remplac¸ant f par f on peut supposer fO F . En partic-
Ž² w:.ulier la cloture definissable d f est sans involution.ˆ ´
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w Ž .u Ž Ž .. w wOn a f  hb ou hH et b B C H . Si b 1, alors f  F` G
u Ž . Ž² w:.H  1 corollaire 4.34 , une contradiction. Comme d f est sans
Ž² w:. Ž .u Ž Ž .. Žinvolution, d f  HT ou T est un B C H -conjugue de T fait` ´1 1 G
. Ž w . Ž .u Ž . Ž w .2.3 . Donc C f  HT lemme 4.37 . En particulier C f est sansG 1 G
w winvolution, une contradiction car f centralise A .
4.6. Elements d’ordre 3´
 Comme dans 12 , la contradiction finale est essentiellement calculatoire
Žet va etre obtenue par l’analyse des elements d’ordre 3 de wM ou plusˆ ´ ´ `
Ž ..precisement de wC A . Fixons t un element d’ordre 3 de T. D’apres le´ ´ ´ ´ `G 0
Ž . Ž G . Ž . Ž .lemme 4.37, C t HT. Donc rg t  2 rg F . De plus rg M G 0 0
Ž . Ž .2 rg F corollaire 4.38 . La decomposition GM FwM implique que F´
Žagit transitivement par conjugaison sur les cosets a gauche de M distincts`
.de M et comme le rang de l’ensemble de ces cosets est egal a celui de F,´ `
Ž G . Ž .on a rg wM t  rg F .0
Si f F, alors f wM et l’unicite de la representation implique que´ ´
w Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . f   f w f  f pour des elements uniques  f ,  f  F et´ ´
Ž .  f HT. Les restrictions de ces trois fonctions a A heritent evidem-` ´ ´
Ž Ž .. Ž .ment des proprietes bien connues du sous-groupe B C H  PSL .´ ´ G 2
Ž .  Ž . En particulier  A  A et  A  A . On va avoir besoin de cer-
taines proprietes relationelles des fonctions ,  , et .´ ´
  Fait 4.40 9, lemme 11.41 . Pour tout yHT et tout a, b F
verifiant ab 1, on a:´
Ž . Ž y. 	1 Ž . wi  a  y  a y ,
Ž . 2 2 ii     Id ,F
Ž . Ž y. Ž . yiii  a   a ,
Ž . Ž . Ž . Ž .  Žb. Žab.	1iv  ab   c  b ,
Ž . Ž 	1 .	 Žb	1 . Ža.	1ou c  a  b  1.`
LEMME 4.41. Soient hH, t T , et f F. Alors whtf est d’ordre 3 si
Ž . 	h t	1 Ž . 	h 2 Ž . 	3 	1et seulement si f 1 et  f  f ,  f  f , et  f  h t .
Ž .3 3Ž .3Preue. Supposons whtf d’ordre 3. Si f 1, alors 1 wht  h wt
3 	3 Ž Ž .. h wt et h  wtH B C H  1, une contradiction car alorsG
Ž .3 	1 ww T. Donc f 1 et whtf  1 est equivalent a ht f htf whtfwhtf´ `
Ž .	1 	1 	1 	1 whtf  f t h w. On a donc en procedant par equivalence´ ´
ht	1 f w f  f htf f	1 t	1 h	1 w ,Ž . Ž . Ž .
Ž .h	1 t Ž . Ž . 	1 	1c’est-a-dire  f wht f  f htf f wth , soit encore`
h	1 t h	1 t	1 	1 	2 	2 Ž f . h t 2 2 	1 	1 f w f f  f h t  f wth .Ž . Ž . Ž .
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Ž .h	1 t 	1Par unicite de la representation, ceci est equivalent a  f  f ,´ ´ ´ `
Ž .h	1 t	1  Ž f .	1 h	2 t	2 Ž . 2 2 	1 Ž . 	h t	1 f f  1, et  f h t  th , soit encore  f  f ,
	1 	2 	2 2	3 	1 	 Ž f . h t ht 	hŽ . Ž . Ž . f  h t , et  f  f  f .
Ž .Soit F l’ensemble des elements f F tels qu’il existe h, t H T´ ´3
G Ž Gverifiant whtf t F est donc la projection naturelle de wM t dans´ 0 3 0
. Ž .F . D’apres le lemme precedent 1 F et des calculs dans PSL K` ´ ´ 3 2
montrent que A F .3
LEMME 4.42. F est HT-inariant et la projection naturelle de wM tG3 0
Ž Ž . Ž ..sur F est une bijection definissable en particulier rg F  rg F .´3 3
Ž .h t 2 h t  Preue. L’egalite whtf  wht tf , ou f F, h, h H, et t, t ´ ´ `
Ž .T , montre que F est HT-invariant. Si f F et h, t H T verifient´3 3
G Ž . 	3 	1whtf t , alors  f  h t d’apres le lemme 4.41 et comme H est`0
Ž .sans torsion corollaire 4.38 , h et t sont ainsi determines de fac¸on unique.´ ´
Il existe donc deux applications definissables´
h : F H et t : F  T3 3 3 3
Ž . Ž . Žtelles que pour tout f F , wh f t f f est l’unique element de wHTf´ ´3 3 3
G . Ž .3 Ž . Ž .	1t , h et t etant definies par h f t f   f . On va restreindre´ ´0 3 3 3 3
Ž Ž . G .notre etude a wC A  t en considerant l’ensemble definissable´ ` ´ ´G 0
C  f F : t f  1 . 4Ž .3 3 3
Ž Ž ..De simples calculs matriciels dans B C H montrent qu’il existe uneG
unique involution i de A telle que wi tG. Notre but est maintenant de0
Ž . Ž .montrer que C O F i est generique dans O F i.´ ´3
Ž Ž .. Ž . Ž .LEMME 4.43. rg O F  rg C  rg C  A .3 3
Ž Ž .. Ž . Ž . Ž .Preue. Si rg O F  rg C , alors rg C  rg C  A d’apres le`3 3 3
corollaire 4.38. Donc il suffit de montrer cette premiere egalite et il suffit` ´ ´
pour cela de voir que chaque T-classe de conjugaison de F contient un3
unique element de C . Soit donc f F . Comme T est 2-divisible, il existe´ ´ 3 3
2 Ž .	1 Ž Ž . Ž . . t Ž . t G Ž t.t T tel que t  t f . Donc wh f t f f  wh f f  t ,  f3 3 3 3 0
Ž .	3 Ž . t h f lemme 4.41 , et f  C . Donc l’existence est montree. Soit´3 3
maintenant t , t  T tels que f t1 et f t2 appartiennent a C . Alors`1 2 3
Ž t1. Ž t1.	3 Ž t2 . Ž t2 .	3 f  h f et  f  h f d’apres le lemme 4.41. D’autre`3 3
Ž . 	2 2 	2 Ž . 2 Ž .	1part l’egalite i du fait 4.40 implique que t t  t  f t  f ´ ´ 1 2 1 2
Ž t1. Ž t2 .	1 	2 2 f  f , donc t t H T 1. Ainsi t  t car T est sans1 2 1 2
involution et l’unicite est montree.´ ´
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Ž .Notons  la projection canonique de F sur O F .
Ž . Ž . Ž . Ž .LEMME 4.44. Si f , f  C  A erifient h f  f  h f  f ,´1 2 3 3 1 1 3 2 2
alors f  f .1 2
Preue. Considerons d’abord l’application definissable´ ´
 : FO F O FŽ . Ž .
Ž . ff   f ,  f .Ž . Ž .Ž . Ž .ž /
Ž . Ž . o	11 w o2On va montrer que  f  o , o si et seulement si H f H .1 2
 Ž . o	11 f w o2Soit f F et o , o O F . L’egalite H H est equivalente a´ ´ ´ `1 2
	1 w 	1 Ž Ž .. Ž . wo f o H B C H lemme 4.36 , soit encore f  o hbo pour1 2 G 1 2
Ž Ž ..un hH et un b B C H . Comme bM d’apres le corollaire 4.34,`G
b i wti ou i , i  A et t T. L’egalite est donc equivalente a` ´ ´ ´ `1 2 1 2
Ž . Ž . Ž .  Ž f . w Ž . Ž . f w f  f  f  o i whti o , soit encore  f  o , o par1 1 2 2 1 2
unicite de la representation.´ ´
Montrons maintenant que la restriction de  a F A est injective. Soit`







2 Ž 	1 .w Ž o	11 . Žqui precede H H H . Ainsi f f N H  H´ ` 1 2 G
Ž Ž ...o	11 Ž . Ž Ž ..B C H lemme 4.36 . De plus o  1 car sinon f  A fait 4.40 ii .G 1 1
Donc f f	1  1 d’apres le lemme 4.39.`1 2
Soit maintenant f et f comme dans l’enonce du lemme. Comme le´ ´1 2
Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .produit O F H est semidirect, h f  h f et  f   f . D’autre3 1 3 2 1 2
Ž . 	h 3Ž f1. Ž .  Ž f1. 	h3Ž f1.	1 Ž .part  f  f et  f  f lemme 4.41 . De memeˆ1 1 1 1
Ž . Ž Ž .	h 3Ž f1. Ž .	h 3Ž f1.	1 . Ž .pour f et  f   f , f   f . Alors f  f par2 1 1 1 2 1 2
injectivite de .´
Pour la prochaine etape on a besoin du lemme suivant qui est general et´ ´ ´
independant de notre configuration.´
LEMME 4.45. Soit L un groupe de rang de Morley fini sans inolution, et
K un sous-groupe definissable, normal, et nilpotent de L. Si h L, a, b K´
Ž .h 	1 	1erifient ab  a b , alors ab 1.´
Preue. Par induction sur la classe de nilpotence de K. Si K est
Ž .h 	1 	1abelien et h L, a, b K verifient ab  a b , alors h inverse ab.´ ´
  Ž . Ž .  Ž .Si ab 1, alors C ab : C ab  2 ou C ab designe le sous-groupe` ´L L L
definissable des elements de L qui centralisent on inversent ab. Alors L´ ´ ´
contient une involution d’apres le fait 2.3, une contradiction.`
Supposons maintenant que la classe de nilpotence de K est n, et que h,
Ž .a, et b verifient l’egalite precedente. Notons L LZ K . Dans ce´ ´ ´ ´ ´
h 	1 	1Ž .groupe, qui est sans involution, d’apres le fait 2.3, on a ab  a b .`
aŽ . Ž .Par hypothese d’induction, ab 1. Ainsi ab Z K et ab ab  ba.`
Donc on peut appliquer l’argument precedent.´ ´
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Ž Ž . .2 Ž Ž . .2LEMME 4.46. Si f , f  C  A erifient h f f  h f f , alors´1 2 3 3 1 1 3 2 2
f  f .1 2
Ž .Preue. Soient f et f comme dans l’enonce. Posons h  h f et´ ´1 2 1 3 1
Ž . Ž .2 2 h1 2 Ž .h1 Ž .h  h f . On a h f  h f f  h  f  f . De meme pour fˆ2 3 2 1 1 1 1 1 1 1 1 2
2 Ž .h1 Ž . 2 Ž .h2 Ž .et h  f  f  h  f  f . Cette egalite dans le produit semi-´ ´1 1 1 2 2 2
Ž . 2 2 Ž .h1 Ž . Ž .h2 Ž .direct O F H implique que h  h et  f  f   f  f .1 2 1 1 2 2
Ž Ž .	1 Ž ..h1Comme H est sans involution, h  h et  f  f 1 2 2 1
Ž . Ž .	1 Ž . Ž . Ž . f  f . Donc  f   f lemme 4.45 et f  f d’apres le`2 1 1 2 1 2
lemme 4.44.
Ž . Ž .LEMME 4.47. C O F i est generique dans O F i.´ ´3
Ž . G Ž .Preue. Si f C , alors wx wC A  t ou on a pose x h f f.` ´3 G 0 3
w i Ž . iw x 	1 	1Comme i  w et x centralise i, on a wx  x wiwxiwx x iwixiwx
	1 	1 	1 	2 G Ž  x iwxwx x ix w x iw t ce calcul est tire de 12, lemme´0
. w 	1 2 G 210 . Or t  t , donc wix  t . Comme d’autre part wix 0 0 0
Ž .2 Ž .h3Ž f . Ž .wh f  f  f i, cela permet de construire une application definis-´3
sable
 : C  wHO F i tGŽ .3 0
2
f w h f f i .Ž .Ž .3
Ž Ž .. ŽLa restriction de  a C  A a une image de rang egal a rg O F lemmes` ´ `3
.4.46 et 4.43 . D’autre part les elements de cette image sont de la forme´ ´
Ž . Ž .wh oi oi ou oO F et oi C . Donc l’ensemble des elements o de` ´ ´3 3
Ž . Ž . Ž .O F tels que oi C est generique dans O F lemme 4.42 .´ ´3
Ž .COROLLAIRE 4.48. Il existe un element non triial o de O F et un´´
sous-ensemble definissable generique T de T tel que ot i C pour tout´ ´ ´ 1 3
t T .1
Ž .Preue. Chaque T-classe de conjugaison distincte de l’identite de´
Ž . Ž . ŽO F a un rang egal a celui de T d’apres le lemme 4.5 ii . Or  C ´ ` ` 3
Ž . . Ž .O F i est generique dans O F d’apres le lemme precedent. Il existe´ ´ ` ´ ´
Ž . Ž Ž . .donc une T-classe de conjugaison C de O F telle que C  C O F i3
soit generique dans C. Il suffit alors de choisir pour o un element de C et´ ´ ´ ´
t Ž Ž . .pour T l’ensemble des elements t de T tels que o   C O F i .´ ´1 3
Ž .LEMME 4.49. Si oO F et hH sont tels que whoi soit d’ordre 3,
Ž 	1 . Ž .h	2  Žo.	1alors  o   o i .
w Ž . Ž .Preue. Comme i  iwi, on a  i  i et  i  1. Considerons o et´
Ž .h comme dans l’enonce. Le lemme 4.41 et le fait 4.40 iv impliquent que´ ´
2 2 Ž . Ž .	1 3	h  i  o i	h ho i oi   oi   c  i   c i   c i ,Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .
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	h 2 Ž . Ž . Ž .	 Ž i. Žo.	1 Ž .  Žo.	1c’est-a-dire o   c ou c  o  i   o i . Donc` `
	h 2 Ž Ž .  Žo.	1 . Ž . Ž 	h 2 .o    o i et le fait 4.40 ii donne l’egalite  o ´ ´
	1 Žo. 	2Ž . Ž Ž .. o i . Il suffit alors de conjuguer par h fait 4.40 iii .
Ž .Preue du theoreme 4.1. Considerons oO F et T comme dans le´ ` ´ 1
corollaire 4.48 ainsi que l’application definissable´
: T H1
t h oti .Ž .3
Ž t . t G Ž 	t .Si t T , on a wh o i o i t et le lemme 4.49 montre que  o 1 3 0
Ž t.Ž t .	2  Žo t .	1 Ž . Ž . o i , soit encore avec les egalites i et iii du fait 4.40,´ ´
Ž .	2 	1 t	1 t Žo.1  o   o i .Ž . Ž . Ž .
Ž . Ž . Ž . t1 t2Si t , t  T verifient  t   t , alors l’equation 1 donne i  t .´ ´1 2 1 1 2
Ž .Donc t  t car C i  1 et  est injective. Fixons maintenant t  T .1 2 T 1 1
Ž .Ž t1.	2 t1  Žo.	1 Ž .Ž t2 .	2 t2  Žo.	1Si t  T , on a  o i   o i d’apres l’equation` ´2 1
Ž . Ž Ž .. Ž Ž ..1 . Soit o    o . Comme o A, o  1 fait 4.40 ii . En projetant1 1
Ž . Ž t1.	2 Ž t2 .	2l’egalite precedente sur O F , il vient o  o . Comme H est´ ´ ´ ´ 1 1
Ž Ž . Ž .	1 .2 Ž . Ž Ž . Ž .	1 .2abelien, on obtient  t  t  C o . Donc  t  t  1´ 2 1 H 1 2 1
Ž Ž .. Ž . Ž .lemme 4.5 iii et  t   t car H est sans involution. Ceci montre que2 1
 est constante. Comme  est injective et constante, T est un singleton et1
T est fini, une contradiction finale qui prouve le theoreme 4.1.´ `
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